
問題　双曲線


上に点と，原点に関してと対称な点をとる。を中心としを通

　　る円は双曲線と以外の共有点をつもつこと，およびそのつの共有点を頂点とする三角形

　　は正三角形となることを証明せよ。

　

証明　点は第象限にあると考える。第象限にある場合も同様である。の座標を ，


と





















　　すると，， 



となる。を中心としを通る円の方程式は
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からを消去すると

　　　　　    
 



 




　　　　　
   



 




　　円と双曲線の以外の共有点の座標は次方程式
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　　の実数解であるから，①が異なるつの実数解をもつことを示せばよい。

　　①の左辺を  とおくと　  
 



　から

　　  となるのは　 ただし 


 のとき

　　で  は極小値    
 


をもつ。

　　したがって，  のグラフは軸と異なる点で交わるから，

　　①は異なるつの実数解  ，  ，  をもつ。

　　　円と双曲線のつの共有点は  ，



，  ，




，  ，






　　と表され，解と係数の関係から
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　　これからの重心はに一致する。さらにはの外接円の中心である。

　　すなわち，は重心と外心が一致するから正三角形である。　　　　　　　証明終


