
[フランク・モーリー(Frank Morley)の定理] 
 △ABC の内角の 3 等分線をひき，各辺に近い線同士の交点を D，E，F とすると， 
△DEF は正三角形になる。 
 
[証 明] 
△ABC の内角について ∠A=3α，∠B=3β，∠C=3γ とおくと 

   α+β+γ=60° 
△ABF において正弦定理を用いると 
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ここで △ABC の外接円の半径をRとし， R2
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を用いた。３倍角の公式から 

   )sincos3(sinsin4sin33sin 223 gggggg -=-=  

      ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+= ggggg sin

2
1cos

2
3sin

2
1cos

2
3sin4  

      )60sin()60sin(sin4 lgg -°+°=  

よって，①より  AF= )60sin(sinsin8 ggb +°R  …… ② 
△ACE において，同様にして（g とb を入れ換えて考えればよい） 
   AE= )60sin(sinsin8 bbg +°R  …… ③ 
 
△AEF において余弦定理を用いると，②，③により 
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                                        …… ④ 
ここで，直径 1 の円に内接し，3 つの内角がa ， b+°60 ， 

g+°60 である △STU をとると，正弦定理により 
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であるから，④の { …… } について 
   { …… }＝ acos222 tuut -+ a22 sin== s  
したがって EF２＝

2)sinsinsin8( gbaR  より 
   EF＝ gba sinsinsin8R  
同様にして（a ，b ，g を循環して考えればよい） 
   DE＝FD＝ gba sinsinsin8R  
であるから DE＝EF＝FD となる。すなわち，△DEF は正三角形である。 (証明終) 
 
[補 足] 
実は ∠AFE＝ b+°60 ，∠AEF= g+°60  である。 


